Anneaux de definition des dg-algebres propres et 

lisses 



Bertrand Toen 
Laboratoire Emile Picard 
Universite Paul Sabatier Toulouse 3, Bat 1R2 
31 062 TOULOUSE cedex 9, France 
e-mai:toen@niatli.ups-tlse.fr 



Resume 

Soit k = colirriiki une colimite filtrante d'anneaux commutatifs. On montre que la theorie 
homotopique des dg-algebres propres et lisses sur k est la colimite des theories homotopiques 
des dg-algebres propres et lisses sur les fc^. Nous en deduisons en particulier que toute 
dg-algebre propre et lisse est definissable sur une Z-algebre commutative de type fini. 



Abstract 

Let k = colirriiki be a filtered colimit of commutative rings. We show that the homotopy 
theory of smooth and proper dg-algebras over k is the colimit of the homotopy theories of 
smooth and proper dg-algebras over the kiS. We deduce in particular that every smooth 
and proper dg-algebra can be defined over a commutative Z-algebra of finite type. 

Classification MSG: 16E45 

Ce texte accompagne le travail |Tolj . et a pour objectif de demontrer une autre propriete de 
finitude specifique aux dg-algebres propres et lisses. Cette propriete de finitude affirme qu'une 
telle dg-algebre sur une colimite filtrante d'anneaux commutatifs A = colimAi est toujours 
definissable sur un des Ai. En particulier, une dg-algebre propre et lisse sur un anneau k est 
toujours definissable sur une Z-algebre commutative de type fini. Ceci repond positivement 
a la conjecture [Kaj 5.3], et permet d'appliquer des techniques de passage a la caracteristique 
positive pour I'etude des dg-algebres propres et lisses (dont une application est I'etude de la 
degenerescence de la suite spectrale de Hodge vers de Rham, voir (Kaj ) . 

Les resultats de ce travail sont dans la meme lignee que ceux de |Tolj . bien qu'ils ne sem- 
blent ni decouler de ceux-ci ni les impliquer directement. Tout comme nous I'avons mentione 
dans [Tolj . ces resultats s'eclairent a la lumiere de la theorie des champs (superieurs et meme 
derives, voir |To2j ) . Le theoreme [1] demontre dans ce travail affirme en effet que le champs 
des dg-algebres propres et lisses est localement de presentation finie. Ceci est un premier pas 
vers une preuve du fait que ce champ est un -champ localement geometrique localement de 
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presentation finie (dans la terminologie de |To- Va| ) . J'espere pouvoir revenir sur le caractere 
geometrique du champ des dg-algebres propres et lisses dans un travail ulterieur, afin de mieux 
comprendre, et sans doute d'ameliorer, les resultats de |Tol] . 

Remerciements: Je tiens a remercier D. Kaledin pour de nombreuses conversations sur 
le sujet, et en particulier pour avoir remarquer que le sous-lemme [3] decoulait formellement des 
arguments de la preuve du theoreme principal. Je remercie aussi le rapporteur pour ses com- 
mentaires. 

Nous renvoyons a [Toll ITo-Val IKel IKo-Soj pour les notions de dg-algebres propres, lisses et 
homotopiquement de presentation finie. Pour un anneau commutatif k nous noterons Ho{k — 
dg — alg^^) la sous-categorie pleine de la categoric homotopique des /c-dg-algebres formee des 
dg-algebres propres et lisses sur k. Pour tout morphisme d'anneaux commutatifs k — > k', on 
dispose d'un foncteur de changement de bases 

- (g)^ /c' : Ho{k - dg - alg) — > Ho{k' - dg - alg). 

Ce foncteur preserve les caracteres propres, lisses, et homotopiquement de presentation finie des 
dg-algebres. Avec ces notations, le theoreme principal de ce travail est le suivant. 

Theoreme 1 Soit I une categorie filtrante et un I-diagramme d'anneaux commutatif 

de colimite k := colirrii^jki. Le foncteur naturel 

Colimifzi — : C olimi(=i H o{ki — dg — alg^^) — s- Ho{k — dg — alg^^) 

est une equivalence de categories. 

La preuve que nous donnons de ce theoreme repose sur les faits connus suivants, tons 
demontres dans |To-Va) a I'exception de F7 dont nous donnerons une preuve (voir le sous-lemme 

Fl Une dg-algebre propre et lisse est homotopiquement de presentation finie (voir [To-Val 
Cor. 2.13]). 

F2 Une dg-algebre homotopiquement de presentation finie est lisse (voir |To-Val Prop. 2.14]). 

F3 Une dg-algebre est homotopiquement de presentation finie si et seulement si elle est quasi- 
isomorphe a un retracte d'un complexe /-cellulaire fini (voir [To-Val Prop. 2.2]). 

F4 Soit / une categorie filtrante et {ki}i^j un /-diagramme d'anneaux commutatifs de colimite 
k := colimi^jki. Soit Ai une /cj-dg-algebre (pour un i G I) et notons 

^ := (g)^^ /c ~ Colimj^i/iAi (g)^^ kj. 

Alors le foncteur naturel 

Colimj^i/j - ®\.k : ColirUj^i/jDparfiAi kj) — y Dparf{A) 
est une equivalence de categories (voir |To-Val Lem. 2.10]). 
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F5 Soit / une categorie filtrante et {A:j}jg7 un /-diagramme d'anneaux commutatifs de col- 
imite k := colimi^jki. Soit Ai une /cj-dg-algebre (pour un i G I) homotopiquement de 
presentation finie et notons 

A := Ai k ~ Colimj(,i/jAi kj. 

Nous noterons Dpspa{A) (resp. D{Ai (8)Jr^ kj)) la sous-categorie pleine de D{A) (resp. 
de Dpspa{Ai (g)^. kj)) formee des A-dg-modules (resp. des Ai /cj-dg-modules) dont le 
complexe sous-jacent de fe-modules (resp. de /cj-modules) est parfait. Alors le foncteur 
nature! 

Colimj(zi/j - : Colirrij^i/jDpspaiAi (g)^^ kj) — > Dpspa{A) 

est une equivalence de categories. Ceci est une consequence du caractere localement de 
presentation finie du champ ^AT de |To-Val Thm. 3.6] (pour T = Ai). Par soucis de clarte 
nous redonnerons une preuve de ce fait (voir le sous-lemme [7]) . 

F6 Soit A une /c-dg-algebre lisse. Alors un j4-dg-module E qui est parfait comme complexe de 
fc-modules et aussi parfait comme j4-dg- module (voir |To-Val Lem. 2.8 (2)]). En d'autres 
termes on a Dpspa{A) C Dparf{A). 

F7 La categorie homotopique Ho{k — dg — alg) est Karoubienne. En d'autres termes, pour 
tout objet A G Ho{k — dg — alg) et tout endomorphisme idempotent p de A, il existe un 
objet B et deux morphismes i : B — > A, r : A — ?■ B tels que ri = id et ir = p. Ce fait 
n'est pas une formalite car il est bien connu qu'il existe des categories de modeles M telle 
que Ho{M) ne soit pas Karoubienne (I'exemple le plus fameux est celui de la categorie 
homotopique des espaces, voir par exemple |Fr-Hej ) . 

Passons maintenant a la preuve du theoreme[TJ Nous commencerons par demontrer I'analogue 
du theoreme [U pour les dg-algebres homotopiquement de presentation finie. Pour cela, nous 
noterons Ho{k — dg — alg^'P^) la sous-categorie pleine de Ho{k — dg — alg) formee des A:-dg- 
algebres homotopiquement de presentation finie (pour un anneau k). 

Lemme 2 Soit I une categorie filtrante et {fcjjjg/ un I-diagramme d'anneaux commutatifs de 
colimite k := colimi(zjki. Le foncteur naturel 

Colimifzi - ®\^k : Colimi<ziHo{ki - dg - alg^'^^) — > Ho{k - dg - alg^^f) 

est une equivalence de categories. 

Preuve du lemme\^ Solent Ai et Bi deux objets de Ho{ki — dg — alg^^^) pour un objet i G I. 
Notons 

A:=A^tk B:=B®\.k. 

Vue comme fcj-dg-algebre (a travers le foncteur d'oubli), la dg-algebre B s'ecrit comme une 
colimite filtrante 

B ~ Colimj^i/jB (g)^^ kj. 
Ainsi, comme A est homotopiquement de presentation finie on trouve 

[A,B]Ho{k-dg-alg) — [-^i, C oHuij^i/j B (E)^_ kj]jjo{ki-dg-alg) 
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- Colimj(,i/j[Ai, B ®\ kj]Ho(k,-dg-alg) - Colimj(,i/i[A (g)^^ kj,B kj]Ho{k,-dg-alg)- 

Ceci montre que le foncteur en question est pleinement fidele. 

Pour I'essentielle surjectivite nous allons utiliser F3 et F7. Soit A £ Ho{k - dg - alg^P^). 
D'apres F3 nous savons qu'il existe une fc-dg-algebre B qui est quasi-isomorphe a un complexe 
/-cellulaire fini, et deux morphismes 

A^B^A, 

tels que r o i = id (dans Ho{k — dg — alg^^^)). Notons p = i o r, qui est un endomorphisme de 
B tel que = p (toujours dans Ho{k — dg — alg^^f )). 

Comme B est un complexe /-cellulaire fini, il est facile de voir que B est definie, a quasi- 
isomorphisme pres, sur ki pour i € I. Soit done Bi, une /cj-dg-algebre, qui est aussi quasi- 
isomorphe a un complexe I-cellulaire fini, telle que Bi (S"^. k ^ B dans Ho{k — dg — alg). On 
pent done ecrire 

B ~ Colinij^iijBi (g)^. kj. 

Comme B est un complexe I-cellulaire fini c'est un objet homotopiquement de presentation finie. 
On a done, 

[B,B]Ho(k~dg-alg) — Colimj(^i/j[Bi (g)fe- kj,Bi kj\Ha(kj^dg-alg)- 

Ainsi, quitte a remplacer I'objet i par un objet j E i/I, on pent supposer qu'il existe pi un 
endomorphisme de Bi dans Ho{ki — dg — alg), tel que 

pf = Pi Pi ^ = P- 

Nous invoquons ici le fait F7, qui decoule du sous-lemme plus general suivant (en prenant 
M = k — dg — alg, et 11 := H* le foncteur de cohomologie totale). 

Sous-lemme 3 Soit M une categoric de modeles munie d'un foncteur H : M — > Ens verifiant 
les proprietes suivantes. 

1. Un niorphisme f : A — > B est une equivalence si et seulement si le morphisme induit 
n(/) : Il{A) — 7- Il{B) est un isomorphisme. 

2. Le foncteur 11 commute aux colimites filtrantes. 
Alors la categoric Ho{M) est Karoubienne. 

Avant de donner la preuve du sous-lemme precedent montrons comment il permet de conclure 
la preuve du lemmeO On choisit un objet Ai dans Ho{ki — dg — alg) ainsi que deux morphismes 
ii : Ai — > Bi et rj : Bi — > Ai avec z^rj = pi et rjij = id. Alors yljCg)^. A; et A sont isomorphes dans 
Ho{k — dg — alg). En effet, cela se deduit de I'unicite de la decomposition d'un endomorphisme 
idempotent. Plus precisemment, on considere les deux morphismes 

A, ®L k ®\k^B A 
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II est facile de verifier que ces deux morpliismes sont inverses I'un de I'autre. 

Preuve du sous-lemme 0.' Soit B un objet de M et p un endomorphisme idempotent de B 
dans Ho{M). On pent supposer que B est un objet cofibrant et fibrant et done representer p 
par un morphisme e : B — > B dans M. Nous definissons alors un objet 

A := Colim{ B B • • • ' ) 

qui est la composition transfinie denombrable du morphisme e. 
Nous allons maintenant construire deux morpliismes naturels 

i:A — > B r :B — > A, 

et verifier que ir = p et ri = id. Pour cela, notons N la categorie associee a I'ensemble ordone 
des entiers naturels. Nous disposons de la categorie des N-diagrammes M^. Cette categorie est 
elle meme une categorie de modele pour la structure de Reedy (voir par exemple [Hoj ) . pour 
laquelle les fibrations et equivalences sont definies termes a termes. Nous diposons d'un foncteur 
naturel 

Ho{M^) Ho{Mf 

de la categorie homotopique des N-diagrammes dans M vers celle des N-diagrammes dans 
Ho{M). 

Sous-sous-lemme 4 Le foncteur ci-dessus 

Ho{M^) Ho{Mf 

est plein. 

Preuve du sous-sous-lemme\^ Solent 

V ._ ( V f'-'' V f'^ \r fn Y ^ 

^ •— I ^0 ^ ^1 ^ ■ ■ ■ -^n ^ ^ ■ ■ ■ ) 

Y:={Yo^Y,^--- Yn^Yn+i -•••) 

deux N-diagrammes dans Ho{M^). On supposera X cofibrant et Y fibrant. Cela signifie que 
chaque Yn est fibrant dans M, et que chaque morphisme /„ : Xn — )■ Xn+i est une cofibration 
entre objets cofibrants. 

Soit -u : X — > y un morphisme dans Ho{M)^. Le morphisme u est donne par des morphismes 
Un G dans Ho{M), tels que pour tout n on ait gnUn = Un+ifn dans Ho{M). Comme 

Xn est cofibrant et Yn est fibrant, on pent choisir un representant u'n ■ Xn — > Yn dans M. 
L'egalite precedente implique alors que les deux morphismes Qnu'n i*^+i/n sont homotopes. 
Par recurrence sur n, nous allons construire des morphismes Vn '■ Xn — > Yn, qui sont homotopes 
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aux u^, et tels que gnVn = Vn+ifn dans M. Supposons que de tels morphismes Vi soient construits 
pour i < n. On choisit une homotopie 




n+l 



oh CyliYn) est un objet cylindre pour Y^+i (voir [Ho]). On considere le diagramme suivant 

h 



x„ 

fn 



■ Cyl{Yn+i) 
pi 



Le morphisme pi etant une fibration triviale on pent choisir un relevement k : Xn+i 
Cyl{Yn+i) de h (qui fasse commuter les deux triangles possibles). On pose 



n+l- 



Par construction, Vn+i est homotope a u^+i (car k est une homotopie), et Vn+ifn = 9nVn- Les 
morphismes Vn definissent alors un morphisme X — >■ Y dans M^, dont I'image dans Ho{M)^ 
est le morphisme u que I'on s'est donne. □ 

Revenons maintenant a la preuve du sous-Iemme [3l On considere deux objets 



X ■.= {B- 



B 



B 



B 



Y:={B^B^...B^B -•••) 

dans Ho{A-I^). On dispose d'un morphisme X — > Y dans Ho{M)^ defini par u„ := e pour 
tout n 

B—^B—^...B—^B 




...B 



id 



B 



Par le sous-sous-lemme S] ce morphisme se releve en un morphisme i' : X — y Y dans Ho{M^). 
De meme, on dispose d'un morphisme Y — > X dans Ho{M)^ en posant Un '■= e pour tout 
n. Ce morphisme se releve en un morphisme r' : Y — > X dans Ho{M^). Finalement, en 
appliquant le foncteur (notons que les proprietes (1) et (2) du sous-lemme [3] impliquent que les 
colimites filtrantes preservent les equivalences dans M) 



Colimn : Ho{M)^ 



Ho{M) 
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on trouve nos deux morphismes i et r dans Ho[M) 

i := colimii') : A ~ colim{X) — > B ~ colimiY) 

r := colim{r') : B ~ colim{Y) — > A ~ colim{X). 

Considerons maintenant u : r o i : A — > A dans Ho{M). Get endomorphisme induit un 
morphisme 

n(n) : n(^) U{A). 
Comme 11 commute aux colimites filtrantes Il{u) est egal au morphisme compose 



Colim{ U{B) U{B) ^ 



Colim{ U{B) 



Colimi U{B) n{B) ^ 



id 



11(B) 



id 



tons deux induits par n(e) composantes par composantes. Enfin, comme n(e) est un endo- 
morphisme idempotent de 11(5) il n'est pas difficile de voir que n(n) = id. Ceci imphque en 
particuher que u est un automorphisme de A dans Ho{M). 

Pour conclure, on remarque que par construction nous avons ior = p (dans Ho{M)), comme 
on pent le voir en considerant le diagramme commutatif suivant 



B Colim{Y) 
B ^ Colim{X) 



B 



Colim{Y). 



Ainsi, on a 



y^ = rop'^oi = ropoi = v?'. 



□ 
□ 



Comme nous avons vu que u = r o i est un automorphisme cela implique que r o i = id. 
Ceci termine la preuve du lemme [2J 
Un corollaire immediat du lemme [2] est le resultat suivant. 

CoroUaire 5 Soit I une categorie filtrante et {fcjjjg/ un I -diagramme d'anneaux commutatif s 
de colimite k := colinii^jki. Le foncteur naturel 

Colirrii^l — (gj^^/c : C olirriitzi H o{ki — dg - alg^^) — > Ho{k — dg — alg^^) 

est pleinement fidele 

Preuve: Cela se deduit formellement de Fl et du lemme [2j □ 
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Lemme 6 Soit I une categorie filtrante et {/cjjjg/ un I-diagramme d'anneaux commutatifs de 
colimite k := colirrii^iki. Soit Ai une ki-dg-algebre homotopiquement de presentation finie pour 
un i £ I. Si Ai (g)^. k est une k-dg-algebre propre, alors il existe j £ i/I tel que Ai (g^^ kj soit 
une kj-dg-algebre propre. 

Preuve: Soit A := Ai (g^, k. On considere la j4-dg-module parfait A £ Dparf{A). Nous 
souhaitons alors utiliser le fait F5 afin de montrer que ce dg-module est defini sur Aj pour un 
j £ i/I. Avant cela nous redemontrerons ce fait dans le sous- lemme suivant. 

Sous-lemme 7 Soit I une categorie filtrante et {ki}i£i un I-diagramme d'anneaux commutatifs 
de colimite k := colimi^jki. Soit Ai une ki-dg-algebre (pour un i £ I) homotopiquement de 
presentation finie et notons 

A := Ai k ~ Colimj^i/iAi (g^, kj. 

Alors le foncteur naturel 

Colimj^i/j - (g^^Jc : Colimj(,i/jDpspa{Ai (g^^ kj) — > Dpspa{A) 

est une equivalence de categories. 

Preuve du sous-lemme: La pleine fidelite du foncteur en question se deduit aisemment des 
faits F2, F4 et F6. II nous faut montrer I'essentielle surjectivite. Pour cela, soit E £ Dpspa{A). 
Nous pouvons bien entendu supposer que A est une dg-algebre cofibrante, et que E est un 
^-dg-module cofibrant. Ceci implique en particulier que le complexe sous-jacent a E, que 
nous noterons M, est un objet cofibrant dans la categorie de modeles des complexes de k- 
modules. Le A-dg- module E est alors determine (voir par exemple jTo-Val Lem. 3.14]) par 
la classe d'isomorphisme de I'objet M £ Dparfik), et par le morphisme A — >■ End (M) dans 
Ho{k — dg — alg), ou End (M) est la /c-dg-algebre des endomorphismes du complexe M. Comme 
M est un complexe parfait, la propriete F4 (appliquee a A = k) implique qu'il existe j £ i/I et 
Mj £ Dparf{kj) tel que Mj (g^^. k ~ M. Nous pouvons supposer que i = j. Dans ce cas, on a un 
isomorphisme dans Ho{ki — dg — alg) 

End (M) ~ ColimjajiT End iMi (g^^ kj) 

(en supposant que Mi a ete choisi cofibrant). Comme Ai est homotopiquement de presentation 
finie, cela implique que le morphisme 

Ai — > End(M) 
se factorise dans Ho{ki — dg — alg) par un morphisme 

Ai — > End(Mj). 
Ce morphisme induit un morphisme dans Ho{kj — dg — alg) 

Ai kj — > End (Mj). 
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Ce dernier morphisme determine un Ai (8)^. /cj-dg-module Ej G D{Ai (8)^. kj) qui par construction 
est tel que Ej (S)]^^ k ^ E. Comme Ej est parfait comme complexe de fcj-module, ceci montre 
I'essentielle surjectivite du foncteur en question. □ 

Nous revenons maintenant a la preuve du lemme [6l Par hypothese de proprete sur A, le 
^-dg-module A est parfait comme complexe de /c-modules, et d'apres le sous-lemme [71 quitte a 
remplacer i par un j G i//, on peut supposer qu'il existe Ei G Dpspa{Ai) tel que Ei (g)^. A: ~ ^4 
dans D{A). Or Ai est homotopiquement de presentation finie et done lisse d'apres F2. En 
particulier, F6 implique que Ei est un ^j-dg-module parfait. Ainsi, Ei et Ai sont deux ^i-dg- 
modules parfaits qui deviennent quasi-isomorphes apres extension des scalaires a /c. La propriete 
F4 implique done qu'il existe j G z// tel que Ei (g)^^ kj ~ Ai ®\, kj dans D{Ai (8)J:^ kj). Cela 
a comme consequence que Ai (g)^. kj est un complexe parfait de fcj-modules, et done est une 
A;j-dg-algebre propre. □ 

Nous pouvons maintenant terminer la preuve du theoreme[TJ D'apres [5] le foncteur en ques- 
tion est pleinement fidele. Soit alors A une A:-dg-algebre propre et lisse. D'apres [H il existe i G / 
et une fcj-dg-algebre homotopiquement de presentation finie Ai avec Ai k c:^ A. Le lemme [6] 
nous dit alors qu'il existe j G i// tel que Aj := Ai (g)^. kj soit une fcj-dg-algebre propre et lisse 
avec Aj k quasi-isomorphe a A. Ceci montre que le foncteur en question dans le theoreme 
[T]est essentiellement surjectif, et demontre done ce theoreme en vu du coroUaire El 

Une consequence immediate du theoreme [1] est la corollaire suivant, qui est une reponse 
positive a la conjecture \Ka\ 5.3]. 

Corollaire 8 Soit k un anneau commutatif et A une k-dg-algebre propre et lisse. Alors il existe 
un anneau commutatif ko, de type fini sur Z, un morphisme ko — k, et une k^-dg-algehre 
propre et lisse Aq telle que 

Ao ®\ kc^A. 

Preuve: On ecrit k comme une colimite filtrante de sous-anneaux de type fini sur Z, et on 
applique le theoreme [H □ 
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